
用 D FP 法计算边坡稳定最小安全系数时

导数的计算方法

水利水电科学研究院 陈祖爆

提 要

、 本文讨论用 D P F法计算边坡稳定最小安全系数时导数的计算间题
.

提出使用差

分法时步长的合理选定原则
,

同时提出一个不直接计算安全系数的半解析方法
.

前
- J ` 山

口

近年来
,

最优化原理和方法被用于搜索边坡稳定最小安全系数
.

回顾已经发表的

有关著作
,

几乎所有的研究成果都使用直接搜索法
,

均没有涉及在最优化方法中占有

重要地位的牛顿法体系
.

作者在探讨牛顿法中具有代表意义的 D F P 法的可行性时发

现
,

必须针对边坡课题的特殊性解决:(1 )多极值间题 ; (2 )量纲何题和 (3 )导数计算精度

间题
,

方可使 D F P 法有效地应用于边坡稳定分析中
.

在文献7[] 和 21[ 中
,

作者分别讨

论了前两个间题
,

本文拟介绍解决第 ( 3) 个问题所作的一些工作
.

牛顿法和直接搜索法的一个基本区别是前者要通过计算目标函数 F 对自变量 iz

的导数
,

用解析方法找到极值点
,

也就是找到各项导数均为零的自变量向量 ; 而后者

仅是按一定模式进行比较
,

筛选
,

找到极值点
,

因而不需要计算导数
.

和许多优化间

题一样
,

在边坡间题中
,

这些导数值无法通过一个明确公式计算确定
.

一般采用差分

法近似计算
.

但由于安全系数 F 在稳定分析中是通过迭代计算求得的
,

其本身精度

不高
,

因此
,

在差分计算时
,

其步长不能太小
,

·

这就决定了刁F / 山
,
的精度不可能很

高 ; 另一方面
,

当计算趋近极值点时
,

。夕 / 山
`
本身的值接近于零

,

这就使计算所得

的刁F / 击
,
的相对误差急剧增大

,

导致计算不正常结束
·

本文讨论在使用差分法计算刁F / 加
`
时步长的合理选定间题 ; 同时提出一个不直

接计算安全系数 F 的增量确定刁F / 由
,
的方法

.

为了便于理解
,

有必要简述确定边坡稳定分析最小安全系数的步骤 :

1
.

任意形状滑裂面的模拟
.

任意形状滑裂面由联结 m 个控制点的直线或光滑曲线

组成 (图 1)
.

这 m 个点中有 n 个点从某一初始滑裂面 z
。

出发
,

各沿其设定方向 : ,移

动
,

分别在其移动方面获得一增量 △iz i( = 1
,

2,.
二 m )

,

到达 z
。

植 z
,

其安全系数为
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F
,

其余 m一 个点假设在优化过程中固定不动
.

稳定分析的目的是寻找 F 的最小

值 mr 和相应临界滑面的位置
,

即 z
。

+ △z .m

2
.

确定一个设定的滑裂面的安全系数
.

对滑动土体建立力和力矩平衡方程式
:

、 .夕、 .尹,且,̀
廿口.、了.气

。
.

二(GF ,)A 一

月。 xs)( dx)
一 。

“ 一 “ (F, ` ,一

丁Px( 》 x( ) l x( )dx = O

式 ( l) 至 (2 )中的符号意义见文献 4[]
.

在式 (1) (2 )中含有两个未知数
,

即安全系数

F 和一待定常数 又
.

可采用牛顿一勒普生法迭代求解
.

作者和 M o

gcr
n st e二 在文献4l[

中推出在迭代时必须知道的 刁 .G / 刁 F, 刁风 /刁儿 刁从 /刁 F, 刁材 / 刁人的计

算公式
,

在本文第四节提出的计算方法中
,

这些计算公式将占有重要地位
.

.3 最优化方法
.

如前所述
,

安全系数 F 为 n 个控制点在其移动方向的位移

△ z , 的函数 i( = 1
,

2,.
.

,

n)
,

F = 月△2 1 ,

△2 2 ,… ,

A z 。

)

使用

均为零
,

的间题
.

D F P 法确定使 F 获得极值 凡 的向量 (酝丁
,

△:

r
, …

(3 )

,

△:

: )
r ,

此时。F / 击
`

其具体步骤详见文献 ll[
,

3[]
.

本文要深人讨论的是如何准确地确定刁F / 击
`

二
、

用差分法确定导数的步骤

我们首先简单回顾 S et w art m 讨论的有关差分计算中步长确定的原则(文献 l6[ )
.

对于某一函数 巾 = 中(z )
,

用向前差分计算d , / dz 在 z = 0 处值的公式是 :

业 二鲤
= 望迪二四 )

礴名
’ 一

△ z 占
(4 )

中心差分的计算公式是
:

业 二

dz
-

中必) 一 中 (一 占)
2占

( 5 )



其中占二 ▲z 为选用的步长
,

使用式(4 )计算d中 / dz
,

其误差来自两个方面 :

1
.

截断误差
.

△中的准确值是

△中 == 中(占)一 中( 0 )

+ …

其中乳 p 分别为。中 / 由
,

。’ 中 / 。: ’
在 : = 。处的值

.

因此
,

用式何叶算卜

了 , / 2砷 ’ ,

由此引起的相对截断误差 , t

内
, .

`

1 }P西
一

}
叮

。

= 万 l一丁一 l
` ! 7 1

(6 )

实际上忽略

(7 )

.2舍人误差
.

由于任何一个数值在计算机中都是一个有限字长的数字近似代表

的
,

如果 占选得太小
,

计算机将无法识别诚句和 中(0 )之间的区别
.

由于 中 的有限精

度造成的按式 (4 )计算的 ,值的误差称舍木课差
,

相对舍人误差 ,
。

按下式估算
:

_

, 引中(0 ) }
_ _ .

_叮
_

溉 ` l二 , , l叮 / \
l 。 争 ! / 、

其中 ” 为 诚 0) 的相对误差
.

确定原则是
: (1 )如

果 中 (z )的数值是通过某一公式对自变量
z 进行若

干算术运算得到的
,

那么 叮值首先取决于 z 本身

的相对误差
.

在计算机中
, z 是被二个在区间

z[ (1 一、 )
,

: (1 + 、 月 的某个数值近似代表的
,

其中 、 称为机器误差
,

它的大小取决于计算机

的种类和精度级别 (单
、

双精度)
,

可以按图 2所示

框图编一个简单的程序来测试 em 的数值渗见文
献 6[ D

.

对 于 BI M一C一X T 机
,

可 以知 道

、 = 5.96 xl --os
.

, 值还取决于在进行 中 ()z 的算

术运算时积累的误差
.

它使 诚 )z 的相对误差 粉比

乙乙二 ` / 22222 公 m = 乙乙

图 2
.

测定计算机精度 、 的程序框图
.

Z 的相对误差 、 大几倍或几十倍 ; (2 )如果 中 ()z 的数值不能用显式计算
,

需要通过迭

代求得
,

则 叮取决于迭代精度
.

例如
,

稳定分析的安全系数 F
,

它是通过迭代求解

式(l ), (2 )获得的
,

在单精度运算时
,

迭代收敛标准是 10 弓
,

由于安全系数的致值在 1

左右
,

故可大致认定 F 的相对误差 , < 10代
Set w a dr n l提出的确定步长 占的步骤如下 :

1
.

要求式 (7 )和式 (8 )右端相等
,

即要求舍人误差和截断误差平衡
,

据此计算 占值
.

.2 用式(4) 计算 下值
,

并按式 (7 )估算 叭
.

如果 , :

超过了允许值 e( 例如 。 = 5% )
,

则

要用中心差分式 (5 )计算 ,
.

3
.

如果使用中心差分
,

则 占通过解下式求得 :

弄l; le。
’ + 。 I, }。一 2 , I, (0 ) l一 。

`
(9 )

式 (9 )是令式 (8 )右端等于 e获得的
,

其中△中按式 ( 6) 确定
.

在稳定分析中
,

由于 F 的精度低
,

故总是用中心差分
,

因此
,

我们不进行
s et w a dr 提出的第一步

.

在用式 (9 )计算 占时
,

取 。 = 5%
,

, = 10代 P, , 的值近似采用在

D F P法计算时上一次迭代已经算得的值
.

假定 中在 --( 氏句区间呈抛物线分布
,

这样
,
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, 仍按式 (4 )计算
,

p 的计算公式为

P =

中(e) + 诚 一占)一 2中(0)
2占2 (10)

一西 o d

圈 1 占过大时
,

向前差分确定导数可能

产生的误差示意
.

gt 、 = A 点 d中 / dz 的

值 ; gat
l

,gt “ ,

gat
3 = 中心差分

,

向前差分
,

向

后差分仰 / dz 的值
.

采用中心差分的另一个理由是
,

由于

F 的精度低
,

占的数值相对较大
,

当快要

接近极值时
,

向前差分可能得到与真实值符

号截然相反的导数值叹图 3), 中心差分可

在很大程度上避开这一危险
.

三
、

半解析法计算导数的步骤

设想由于 孔的一个增量△燕使式 ( l), (2 )中的 F和又各有一增量 △ F和 △凡则
G

,
= G

。

(F + △F产+ △又声 , + △z ,

) = o ( 11 )

对一材
一

(F + △F, 孟+ △又
, z ` + 酝

`
) == 0 ( 12 )

全微分式 (1 1X(一2 )可得

、 .尹、 ..户,J4
, .几, .二夕

砚
.口. J气

刁G
二

刁尸 刁G
.

刁义
一言二丁

.

: 曰- -
十 -二 1 -

.

: -一 =
口.I

一

口2 1 口五 口2 1

刁衬
.

刁F

刁F
二- - 十

“
`

刁材 刁又

以 七 ,

刁G

山
`

刁材

由此可得

刁G 刁对

刁z `

刁J了 刁G

刁又
.

刁z 一 刁义 刁z `

刁G 刁对 口G 刁肚
(15 )

ù引从一Z月U一己

刁F 刁义 刁久 刁F

式 (1 5) 给出了一个不直接计算 F 值确定 刁 F / 刁 lz 的公式
.

式`15) 右边的 刁从 / 刁

之
,

刁气 / 刁 F, 刁 G
。

/刁 之
,

刁气 / 刁之
,

都是在计算一个滑裂面安全系数时已经算

得的
,

·

而且是通过精确的计算公式确定的
.

风 / 刁孙 刁从 / 刁 lz 仍然需要通过差

分求得
,

但由于计算 氏 和 从 的公教 1)和 (2 )也是精确的表达式
,

故可达到较高的

精度
.

在用中心差分计算 刁风 / 刁孙 刁从 / 刁 lz 时
,

占的选用原则是 : 要求按式 (8 )

确定的舍人误差相对值 勺。 小于允许值
。 .

aG
,

从 是通过式积分算得的
,

在两个相邻的

控制点 i,i + 1 之间
,

被分成了 心
, 个土条

,

因此要求在进行差分运算时
,

每个土条的

高度 胜的相对误差都小于规定值
.

当第 i 个控制点在其移动方向 lz 有一增量 占时
,

其 了i,什 I )
,

( --1 1
,

i) 两段的每个土条的高度 h 都将获得` 个增量 △h
,

其中 h 获得增

量最小的那个土条相应值为 占/ 凡
, .

这里
,

凡
= m ax ( Nl

,

心 ,)
,

.Nl 凡
, 分别为
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(-- 1 1
,

i ) 和 ( i
,

x l, yt 中的大值 )

+1 1) 段的土条数
,

分别以 ,
。 二 `

代人式 (8 )
,

可得一确定 占的近似公式
z N

占》 2二生一二
~

粉
名

△中一占/ 呱
一 ’
犷乍场 (z 。 为

( 1石)

” 为 、 的相对误差
,

可取 粉二气声选用 (5 一 10) %
.

四
、

例题和验证

本节列举两个例题以验证本文所提的计算导数的方法的可行性
,

特别是验证第三

节用来计算刁F / 击
,

的公式 (15 )的正确性
·

l 例 1
.

图 4 示一垂直均匀边坡
,

假设滑裂面为

— —
子二一

一
! 通过坡趾 A 与水平线倾角为 “ 的直线

,

那么沿该

/ { 滑裂面滑动的安全系数 F 仅为 B 的 X 坐标值的

/ ’ 函数
,

并且安全系数 F 和 dF / 办 均可通过理论

/ ! 方 推导获得 :

、 ..产、.夕,口00, .几,玉r住
. J.J、

一 `g 中 c `g “ + 两而丽

d尸

dx

一 “ : 。 “ `g “ + “ ` 9 2“

众
, / x

当 F 获得极值时
,

O沙0((2I

例 1
,

垂直均匀坡
.

计算

所得 导数与理论值对比
.

t g戊
: = V I + 2 / s

4 C

J
.4中

图其

下h t g 中

对图 4 示边坡
,

取 h = 乃m, 中
’
二 ”

。 ,
: = 4夕幻谊介 = 1

.

89 / cm
J

,

分别

法计算dF / dx
,

并与理论值对照
,

列于表 .l 此例当 x = 12 .2 83 时

采用差分和半解析

获得安全系数极小

值 凡 = .0卯 , `
.

表 1所列计算结果表明
,

半解析解和差分法均可以获得和理论值完

全一致的最小安全系数和临界滑裂面
.

例 2
.

如图 5 所示例
,

滑裂面由 A ,乌 c, D I E, 用直线连成
.

表 2 比较在第 2和第

11 个迭代步
,

安全系数对此五个自由度的导数刁F / 介
,
i( 二 l

, … 5), 分别用中心差分和

半解析法计算所得值
,

可见大部分情况下
,

两种方法获得结果基本是一致的
,

一

但两种

方法采用的步长 占的大小有明显的差别
,

由于半解析法使用的 占远小于差分法
,

有理

由认为其获得的刁F / 山
,

更准确一些
.

半解析法和差分法获得的 F m 分别为 L 8 65 和
1

.

870
,

耗费机时分别为 48
,
41

护
和 52 ,4 1

护 .

可见在这一例中
,

半解析法在精度和效率

方面略优于差分法
,

但差别不大
.



rM )
八 ,

初始 , 翻面 了
“

,

/ 凡

赢
裂

落
C .

q

乌
D : - ~ ~ ` ` ~

一软 弱夹 层

图 5
.

例
.

2
,

具有软弱夹层的土石坝
.

`
_ _ , _

dF _
、 `
一 , _ 、

, ,.t
,

一 ~ ~ _

一
例 I f 和 ; 奋理花但和班1以凌硕朱坷服

0 2叭

XXXXXXX 2 555 888 555 12
.

2 8333

FFFFF 理论值试 l乃乃 1
.

144666 0
.

9 89666 1
.

2 9 5666 0
.

90 5666

程程程序计算算 1
.

!科777 0
.

9 89 666 1
.

2 9 5666 0
.

90 5555

dddFFF 理论值试 18 ))) 0
.

02 80 111 一 0
.

创 9999 一习
.

18 5444 澎 000

ddd了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了了

数数数 半解解 占占 0
.

0 1999 0
.

0 1 111 0
.

0 1 111 0
.

0 1111

值值值 析法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法法 dddddddFFF 0
.

02 80 111 刁
.

04 9999 - 0
.

18 5333 0
.

7 13 x l尸尸
万万万万万万万万万

差差差差 JJJ .0 03 555 0
一

07 888 0
一

0 1444 0
.

3 7 888

分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分分
法法法法 dFFF 0

.

02 80 666 刃
.

04 9999 - O
`

18 5444 0
.

36 7 x 1-0444
万万万万万万万万万

8 0 2



表 2
“ , 第 ,

,

“ 次迭” 爵
值半解析解和差分解比较

lll

二
lll

……
自 , ··

次次
222 1!

……
步步步步长 占(M ))) 寥 (10

一 ’
/材 ))) 步长占( M )))

尝
` 1。一 ’ ` ! ,

Jlll取取取取取
1

-------

……
!!! 半解析法法 .0 0 06 888 1

.

加 999 0
.

0() 5666 。
·

0 , ,

}}}}
差差差分法法 0

.

3 7888 1.0 8000 1 1
.

111 0
·

07 9
}}}}

……
222 半解析法法 0

.

006 888 .0 34999 0
.

X)I 5 666 。
·

, ,

l{{{
差差差分法法 0

.

7 1000 0
一

35 777 0
.

8777 }}}}

111
333 半解析法法 0

.

0 1888 0
.

48 333 .0 0 1888 。
·

, ,

j」」
差差差分法法 0

.

4 7888 .0 46 888 0
.

3888 .0 0 8 5
1}}}

……
.

4 ...
半解析法法 0

.

0 1888 0
.

7 1777 .0 0 1888

项
, ,

………
差差差分法法 0

.

1 1111 0
.

4 3 111 0
.

2 6 555 ”
·

2 ,
}}}}

111
555 半解析法法 .0 0() 8222 刁

.

29 ttt 0
.

00 7 777 一 0
.

14 666

差差差分法法 0
.

2 7 111 刁
.

29 222 0
.

8 4 333 - 0
.

! 4 777
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