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文　摘　对滑坡和边坡稳定分析中的潘家铮原理的理论意

义和证明作出理论阐述。潘氏原理指出: 1)滑坡如能沿许多

滑面滑动 ,则失稳时 ,它将沿抵抗力最小的一个滑面破坏 (最

小值原理 )。 2)滑坡体的滑面肯定时 ,则滑面上的反力 (以及

滑坡体内的内力 )能自行调整 ,以发挥最大的抗滑能力 (最大

值原理 )。 对潘氏原理的证明是建立在 Dr ucker准则和 Sa r-

ma的斜分条边坡稳定分析方法基础上的。 证明中使用了虚

功原理和塑性力学的上、下限定理。 列举了算例说明使用潘

氏原理可以获得和闭合解一致的计算成果。
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1　潘氏原理及其理论意义
在边坡、坝基和其它建筑物的抗滑稳定分析中 ,

极限平衡法是工程中普遍采用的方法。这一方法包

含两个步骤:

1)对不稳定岩体或土体内某一滑裂面 ,根据静

力平衡条件确定其抗滑稳定安全系数 ;

2) 在所有可能的滑裂面中 ,重复上述步骤 ,找

出相应最小安全系数的临界滑裂面。

在极限平衡的理论体系中 ,上述第一步骤在本

质上是一个静不定的力学问题 ,需要引入必要的假

定 ,使问题变得可解。潘家铮 [1 ]在详细分析了建筑物

和地基抗滑稳定的各种方法后 ,提出了以下两条原

理 ,试图弥补传统的分析方法在理论上的缺陷。

i ) 滑坡如能沿许多滑面滑动 ,则失稳时 ,它将

沿抵抗力最小的一个滑面破坏 (最小值原理 )。

ii )滑坡体的滑面肯定时 ,则滑面上的反力 (以

及滑坡体内的内力 )能自行调整 ,以发挥最大的抗滑

能力 (最大值原理 )。

本文试图对潘氏原理的理论意义和证明作一阐

述。

为了说明潘氏原理的理论意义 ,回顾一个简单

的例题。图 1( a)示一个作用有垂直荷载 T的无重量

的均质边坡。将假定的滑坡体分成 4个具有倾斜界

面的块体 ,那么如果按照潘氏最大值原理来确定滑

面和滑坡体的内力 ,显然 ,应选择在滑面和界面上均

达到极限平衡的那个内力体系 ,即在滑面和界面上

的法向力 N和切向力 X均满足下面的关系式

X= N tanO+ cL ( 1)

式中 N 和 X 为作用在破坏面上的法向和切向反

力 , O和 c为摩尔—库伦准则的强度指标。在满足式

( 1)的前提下 ,本问题是静定可解的。在边坡稳定分

析领域 , Sa rma法 [2 ]就是按照这一思路求解的。 将

按这一方法确定的相应外荷 T
*
与实际荷载 T的差

值相对 T的比值称为加载系数Z。即

Z=
T

* - T
T

在本例中 ,如果设 T = 111. 437 k Pa , c =

98 k Pa, O= 30°,则计算获得的Z为 0. 274。根据潘

氏最小值原理 ,作为稳定分析的第二步 ,本文作者应

用数学规划的方法 ,寻找一个使Z为最小的破坏机

构 ,得到了如图 1( b)的破坏机构。 其相应值为 Z=

0. 027。对这个例题 ,索科洛夫斯基曾经给出过理论

解 ,其模式如图 1( c)所示。 对本例所采用的强度指

标和其它参数 ,其极限荷载的理论解就是 111. 437

k Pa。故理论解的Z应为零。可以发现对本例采用 4

个块体的解Z= 0. 027已和理论值非常接近 ,误差为

2. 7% ,其破坏模式也十分相似。事实上当条块数增

加到 19时 ,即可采用这一方法得 Z= 0. 009 7,其破

坏模式和索科洛夫斯基解答完全一致。

　　通过这一简单的例子 ,可以看到 ,存在着一个十

分简便的途径来确定结构破坏的极限荷载。 如果潘



( a )滑坡体分成 4个块体 ,　　　 ( b)同情况 ( a)临界破坏模式　　　 ( c)理论解和滑坡体分成 19个块体

初始Z= 0. 274 Z= 0. 027 Z= 0. 0097

图 1　边坡稳定分析示例

氏原理可以获得证明 ,那么传统的极限平衡分析方

法可以和结构分析方法一样成为一个严格的理论分

析体系。

2　潘家铮原理的理论基础
潘氏原理是建立在塑性力学极限分析的基础上

的。本节简要地回顾这一理论框架 ,为证明该原理打

下基础。

2. 1　 Drucker准则

作为塑性力学的基础 , Drucker准则已在各类

教科书中有详细介绍。 Drucker准则认为当材料从

加载面的一点过渡到另一点时 ,应力增量在相应的

塑性位移上做的功要大于或等于零 ,要求这样加载

面必为凸面。 这一准则将成为证明潘家铮原理的主

要理论依据。

2. 2　塑性力学上、下限定理

塑性力学的上、下限定理是建立在 Drucker准

则上的。 下限定理指出 ,在所有静力许可的应力场

中 ,真实的应力场相应的外荷载最大。上限定理则认

为 ,对于某一塑性区 Ψ
*
和相应的机动可能的应变

场ε
*
ij和速度场 V

*
,按照下式计算获得的外荷载 T

*

将比一个包含有真实的塑性区 K的临界荷载 T大

或与其相等。 有

∫Ke*
ijX*ij dK+∫r

dD*
s = WV

* + T
*
V

* ( 2)

其中 , e*
ij 为屈服面上的应力 ,它按照正交法则产生

一个塑性应变 X*ij , D为塑性区边界上的内能耗散 ,

W为土体重。由于这里所述的位移都是相应某一荷

载变化的增量 ,故称之为速度。

2. 3　安全系数和加载系数

在衡量边坡的安全度时 ,塑性力学体系采用加

载的方法 ,除了加载系数η的概念外 , Sarma ( 1979)

建议每一个条块施加一个水平力 ηΔW (ΔW为条块

重量 ,在本文中 ,向量ZΔW一律定义为指向滑坡的

水平方向 ) ,使边坡处于极限平衡状态。传统的安全

系数定义是这样一个系数 F ,当材料的参数被降低

为 Ce = c /F , tanOe = tanO/F时 ,边坡处于极限平衡

状态。这三种方法确定的系数存在着唯一的 ,单调的

联系 ,因此 ,本文的证明仅针对水平加载即 Sarma这

一作法。

2. 4　虚功原理 ,静力法和能量法的等效性

从 Drucker公设和上限定理的表达形式中可以

看到 ,塑性力学的基本原理是通过功和能的平衡形

式表达的 ,而潘家铮原理以静力平衡的形式表达 ,因

此 ,需要建立静力平衡和功能平衡之间的等效关系。

考察由两个块体组成的滑体 (见图 2)。设作用

在左边块体上的体积力为 W l ,作用在滑面上的法向

力和切向力的合力为 P l。 P l的反作用力 ,即滑块作

用在滑面上的力为 Ql ,并设右边块体通过界面施加

在本块体上的力为 Gl ,使边坡进入极限平衡状态的

荷载力为ZWl ,显然有

W l + P l + Gl + ZWl = 0 ( 3)

同样 ,对右边块体有

W r + P r+ Gr + ZWr = 0 ( 4)

遵照求解上述静力平衡的思路解题就是传统的

极限平衡方法 ,具有代表性的方法 ,即 Sarma法。

但是 ,还存在一种按虚功原理解题的方法。

假设左右块体分别有速度 Vl和 Vr ,则 ,对每个

块体 ,作用在上面的力沿位移作的功的总和为零

WlVl + P lVl + GlVl + ZWlVl = 0 ( 5)

W rVr + P rVr+ GrVr + ZW rVr = 0 ( 6)

将式 ( 5)和式 ( 6)相加 ,并注意到以下关系式

Gl = - Gr ( 7)

Ql = - P l ( 8)
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Qr = - P r ( 9)

有

WlVl + W rVr + Z(WlVl + W rVr ) =

QlVl + QrVr + GrV
j ( 10)

其中 V
j为左条块相对右条块的速度

V
j = Vl - Vr ( 11)

式 ( 10)左右端分别代表作用在滑体上的外力

功总和和内能耗散总和。上述论证过程说明 ,按式

( 10)解题和按式 ( 3)和 ( 4)解题是等效的。而式 ( 10)

恰好就是式 ( 2)在有限条块情况下的表达形式。这

一联系为证明潘氏原理奠定了基础。作者曾详述采

用这一方法的解题步骤 [3 ]。

图 2　应用虚功原理证明能量法和静力法的等效性

3　最大最小原理的证明

3. 1　最大最小原理的数学力学命题

在进行理论证明前 ,需要对上述潘家铮的原理

表达成数学力学命题。对于如图 1所示边坡的多块

体破坏模式。定义:

1)静力许可的内力系 G
o和 P

o。该内力系满足

静力平衡要求 ,与加载系数为 Zo的外荷载平衡 ,同

时 ,每一个G
o和P

o都不破坏滑面或界面上的屈服准

则 ,即每一个 G
o或 P

o都在摩尔 — 库伦屈服面上或

内。Z
o
值可以通过静力平衡即求解式 ( 3)、 ( 4) ,也可

以通过虚功原理 ,即求解式 ( 10)获得。

2) 机动可能的位移场。这是相应某一多块体破

坏机构的速度场 V
* ,界面上的相对速度 V

*
j 应按式

( 11)确定 ,相应的 T
*

(或Z
*

)按式 ( 2)确定。

3) “真实的滑动机构”。如果某一边坡在加载系

数为Z的外荷载作用下失稳 ,那么 ,这个滑动机构相

应一个静力许可的内力系和机动可能的位移场 ,同

时:

这个内力系的每一个 P和G都达到了极限平衡

状态 ,即每一个 P或 G都在摩尔 — 库伦屈服面上。

这个位移场是协调的 ,即同样应按式 ( 11)来确

定界面上的相对速度 ,同时 ,要满足塑性力学中关于

确定塑性应变的原则 ,例如 ,每一块体的速度按关联

流动法则原则确定。

“最大最小原理” 的命题可以表达成这样的两

个我们下面要证明的数学命题:

1) 相应于同一多块体滑动机构 ,与任何静力许

可的内力系相对应的加载系数Z
o
均小于或等于与

真实的滑动机构相对应的加载系数Z(最大原理 )。

2) 如果存在一个多块体机动可能的滑动机构 ,

它的加载系数Z* 是按照滑面和界面上的力均达到

极限平衡的原则 ,也就是用本文阐述的推广的

Sarma法确定的 ,那么 , Z
*
一定大于或等于与真实

的滑动机构相对应的加载系数Z(最小原理 )。

3. 2　最大原理的证明

最大原理的证明和塑性力学下限定理的证明是

一样的。兹述如下:

对于某一多块体滑动机构 ,假设存在一个静力

许可的力系Wi , Po
i , Zo

Wi , Go
i , ( i = 1, 2,… ,n, n为

条块总数 ) ,同时 ,Q
o
i 为 P

*
i 的反作用力 ,则有

P
o
i + G

o
i, r , + G

o
i , l + Z

o
Wi + Wi = 0,

i = 1, 2,… ,n ( 12)

其中 G
o
i , l和 G

o
i, r为左、右相邻条块作用在本条块上的

力。Z
o
Wi 即为 Sarma的水平加载力。

对每一条块赋一协调的速度场 Vi ,则有

P
o
i Vl + (G

o
i , r + G

o
i, l )Vl + Z

o
WiVj + WiVl = 0,

i = 1, 2,… ,n ( 13)

将 n个 ( 13)式相加 ,并注意到

Gi+ 1, l = - Gi, r ( 14)

以及 G1,l和 Gn, r为零 ,则有

∑
n

i= 1
Q

o
i Vi + ∑

n- 1

i= 1
G

o
i+ 1, lV

j
i =

∑
n

i= 1
WiVi + ∑

n

i= 1
Zo
WiVi ( 15)

其中 V
j
i为第 i个条块右侧界面上该条块相对于右侧

条块的速度 ,即

V
j
i = Vi - Vi+ 1 ( 16)

而与“真实的滑动机构”相应的力系则是 Wi ,

P i , ZWi , Gi ,同样有

∑
n

i= 1

QiVi + ∑
n - 1

i= 1

Gi+ 1, lV
j
i =

∑
n

i= 1

WiVi + ∑
n

i= 1

ZWiVi ( 17)

要指出的是 ,加载的本质决定了式 ( 15)和 ( 17)
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右侧的两项均应为正。即 ,∑
n

i= 1

WiVi > 0。

将式 ( 15)和 ( 17)相减 ,有

∑
n

i= 1

(Qi - Q
o
i )Vi + ∑

n - 1

j= 1

(Gi+ 1, l - G
o
i+ 1, l )Vj

i =

(Z- Z
o
)∑

n

i= 1
WiVi ( 18)

由 Q
o过渡到 Q , Go过渡到 G ,意味着应力矢量不是

由屈服面内 (即弹性区 )某点过渡到屈服面上 ,就是

在屈服面上移动 ,根据 Drucker准则 ,可以认定左边

两项均大于或等于零 ,故有

Z≥ Zo ( 19)

3. 3　最小原理的证明

在本文第 2节 ,已经明确了边坡问题的塑性力

学上限解的提法: 如果对于真实的多块体滑动机构

和某一机动可能的多块体滑动机构 ,其加载系数 η

和η* 分别是按下面式 ( 20)和 ( 21)算得的。

∑
n

i= 1

QiVi + ∑
n

i= 1

Gi+ 1, lV
j
i = 　　　

∑
n

i= 1

WiVi + ∑
n

i= 1

ZWiVi ( 20)

∑
n

i= 1
Q

*
i V

*
i + ∑

n

i= 1
G

*
i+ 1, lV

* j
i = 　　　

∑
n

i= 1
WiV

*
i + ∑

n

i= 1
Z

*
WiV

*
i ( 21)

那么 ,必有

Z* ≥Z ( 22)

根据已经证明的能量法和静力法的等效性原理 ,知

道 ,按式 ( 20)和 ( 21)计算的Z和Z* 和按本文阐述的

极限平衡出发的 Sa rma法获得的相应值是一样的。

因此 ,确认式 ( 22)实际上就证明了最小原理。

5　结　　语
本文对潘家铮最大最小原理的讨论是针对传统

的二维极限平衡条分法的。通过分析 ,可以看到:

1)完整地实现潘家铮最大最小原理的操作步

骤 ,必须使用对滑动体斜条分的极限平衡法 ( Sarma

法 ) ,这些达到了极限平衡的倾斜界面和底滑面一

样 ,都属于潘家铮原理中论述的滑面。

2)在证明的过程中 ,除了要使用 Drucker准则

外 ,还要应用虚功原理使潘氏原理中有关静力平衡

的叙述转换成 Drucker准则中的功能平衡的表达

式。

本文叙述的实现潘家铮最大最小原理的稳定分

析方法已在工程实践中多次应用 ,获得与传统的垂
直条分法基本一致的成果 [3 ] ,这一方法还被推广到

地基承载力的计算中 ,获得与 Prantdl完全一致的结

果
[4 ]
。
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On Pan’ s principles of soil and rock

stability analysis

CHEN Zuyu

Depa rtment o f Hy draulic a nd Hydro po w er Engineering ,
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Abstract　 This pa per giv es a for mal demonstra tio n o n Pan

Jia zheng’ s principles o f soil a nd rock sta bility ana ly sis,

which sta tes tha t: ( 1) amo ng all po ssible slip surfaces o f a

soil o r r ock str uc tur e, th e rea l o ne re nders the minimum

resistance ag ainst the ex te rnal lo ad; ( 2) the r eal inter nal

fo rce or str ess dist ributio n alo ng th e slip sur face is th e one

tha t provides th e max imum resistance ag ainst the ex ter nal

loa d. The demo nst ration was ba sed on Drucker 's Po stulates

a nd Sar ma 's stability analysis method of non-v er tical slices.

T he vir tual w or k principle a nd the uppe r and lo w er bo und

th eo r ems in plasticity played an impo r ta nt ro le in the

th eo r etical w o rk. The pa per a lso presents a n exa mple which

sho ws that by proper implementa tio ns of Pan 's principle, it

is po ssible to find th e accura te results giv en by the

closed-fo rm so lutio ns.

Key words　 la ndslide; soil mecha nics; rock mechanics;

upper and low er bo und theo rems of pla sticity
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