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摘　要:本文介绍了一个建立在塑性力学上限定理基础上的边坡稳定三维极限分析方法 , 该法将滑动体划分成

一系列具有倾斜侧面的条柱 , 引入 Mohr-Coulumb相关联法则后可求得这些条柱的塑性速度场 , 通过功能平衡方程

可算得安全系数 , 采用最优化方法计算临界滑动模式 , 并使用这一方法计算了小湾拱座的稳定安全系数.
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拱坝的拱座一方面作为边坡存在向河道方向下滑的可能 , 另一方面在强大的拱推力的作用下存在

平行河道的滑动的可能性.拱坝的拱推力的特点是 , 在高程较高部位推力较小 , 并指向山里 , 不大可

能导致山体失稳.随着高程降低 , 拱推力增大 , 其作用方向逐渐与河道一致 , 山体稳定问题随之突

出.因此 , 可能存在一个临界高程 , 拱座在拱推力作用下 , 在此高程以下部分岩体滑出.上述地形 、

地质和受力条件使分析拱座稳定问题变得十分复杂.拱座稳定问题实际上是一个三维边坡稳定分析问

题.但是 , 其滑动方向系由平行于河道的拱推力和垂直河道的重力的综合作用形成 , 具有明显的三维

特性.本文作者近年致力于开发一个理论基础比较严格 、 使用方便的边坡稳定三维极限分析方法.作

为这一方法的实际应用 , 对小湾拱座稳定性问题开展了研究 , 现介绍获得的初步成果.

1　边坡稳定的三维极限分析

图 1　二维塑性力学上限解示意

1.1　边坡稳定极限分析的基本原理 　W.F.

Chen
[ 1]
(1978)、Donald和 Chen

[ 2]
(1997)曾从边坡稳

定角度阐述这一极限分析的原理.对于一个处于

极限状态的边坡 (见图 1), 假定在土体里存在一

个塑性区 Ψ
＊
, 塑性区里各点的材料屈服且服从

Mohr-Coulomb破坏准则.在这一塑性区和边界上

如果由于某一外荷载增量导致一个塑性应变 ε
＊
ij ,

那么可以通过塑性力学中的上限定理
[ 3]
求解相应

这一塑性变形模式的外荷载 T
＊
(图 1).

∫Ψ＊ σ
＊
ij ·ε

＊
ij dv +∫Γ＊dD

＊
s =WV

＊
+T

＊
V
＊

(1)

　　上限定理指出 , 相应真实塑性区 Ψ的外荷 T 一定比 T
＊
小或相等.式中 V

＊
是外荷载增量引起的

相应塑性位移速率 , W是塑性区的体积力.式 (1)的左边两项分别是产生于破坏体 Ψ
＊
内和沿滑裂

面 Γ
＊
的内部耗散能.因此 , 极限分析方法就是在许多可能的滑动机构 Ψ中寻找一个使 T

＊
最小的临

界滑动机构.
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　　在实际中 , 应用安全系数而不是加载的方法确定结构的安全裕度.此时 , 定义 c
′
e =c

′
 F 和 tan 

′
e

=tan 
′
 F.通过下式求解 F (注意式 (2)中 T 为设定的外荷 , 已不再是未知量)

∫Ψ＊ σ
＊
ij ·ε

＊
ij , edv +∫Γ＊dD

＊
s , e =WV

＊
+TV

＊
(2)

式中:ε
＊
ij , e和D

＊
s , e为相应 c

′
e 和 

′
e 计算的内能耗散率.同样 , 可通过求解隐含于 c

′
e 和 

′
e 中的F 的最小

值逼近临界的破坏模式.

使用式 (2)来求解安全系数 F , 需要确定式 (2)左边的二项能量耗散和同时包含在左 、 右侧的

塑性速度 V
＊
.我们先来研究一个外荷增量导致的塑性变形速率.对于遵从 Mohr-Coulomb破坏准则的

材料 , 屈服面为

f(τ, σ)=τ-c
′
e -(σ-u)tan 

′
e =0 (3)

式中:τ和σ分别是破坏面上的剪应力和正应力 , u是孔隙水压力.

假定相关联流动法则适用于这种材料 , 则法向速度 Vn 和切向速度Vs 遵守以下关系

Vn

Vs
=
 f  σ
 f  τ

=-tan 
′
e (4)

图 2　塑性位移速率位于以角度 π 2- ′

绕破坏面法线旋转的锥面上

式 (4)表明对适用于相关联流动法则的 Mohr-Coulomb

材料 , 塑性速率与破坏平面的夹角为  
′
ε.从三维的视角

观察 , V将存在于以角度π 2- 
′
ε绕破坏面法线旋转的锥

面上 (图 2).

Υ(V , N)=cos
π
2 - 

′
e =sin 

′
e (5)

式中:Υ(V , N)代表 V 与N 的夹角;N 代表破坏面

法线的方向向量.这一特性使计算一个协调的塑性位移

场变得可能.需要说明的是 , 虽然大多数岩土材料在加

荷过程中并不遵守相关联的流动法则 , 但极限分析只是

研究材料在破坏时的变形速率 , 由于此时岩土材料或多

或少地具有剪胀特征 , 因此 , 即使材料不遵守相关联流动法则 , 采用式 (4)仍可期望较好的近似性.

塑性速度的方向知道后 , 破坏面上的剪应力方向就知道了.因而破坏面上单位面积耗散能可用以

下式计算.

dD =τVs +σVn =(τcos 
′
e -σsin 

′
e)V =(Ccos 

′
e -usin 

′
e)V (6)

　　式 (6)说明对遵守Mohr-coulomb破坏准则的材料 , 确定内能耗散不需要知道应力状态.一旦塑

性速率 V确定 , 即可获得 dD.这样 , 通过式 (1)或式 (2)即可求得 T
＊
或 F.

图 3　说明上限定理解法的一个二维的例题

在实际应用上限理论求解边坡稳定

问题时我们将塑性区近似分为一系列具

有倾斜侧面的条块.下面通过一个二维

的例题 , 说明上限定理在边坡稳定分析

中的解法.这是一个均质无重量边坡

(图3), C=98kPa ,  =30°, 边坡的倾

角为 35°, 该例题已由 Sokolovski (1954)

利用滑移线场方法给出闭合解.极限荷

载 T 的闭合解为 111.44kPa.相应这个

荷载 , 作为稳定分析的第一步 , 我们假

设一个图3 (a)所示的4条块破坏机构.

左边第一个条块的速度 Vl 置为 1 , 由于第 1和第 2条块的速度 V1 、 V2 和它们相对速度 V1-2均应与各

自的滑动面成  e 角 , 因此这 3个矢量的方向均已知 , 可通过图 3 (d)的矢量三角形将 V2 和 V1-2的
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数值求得.依次类推 , 即可求得第 3 、 4条块的绝对速度以及与相邻块的相对速度.利用式 (6), 可

以计算沿条块侧面和底面的内能耗散 , 分别代表式 (2)左侧的第 1和第 2项.可通过式 (2)得到安

全系数 , 等于 1.047.下一个步骤是在所有可能的四块体破坏模式中找到一个相应的安全系数最小的

临界滑动模式.程序使用最优化方法自动搜索到图 3 (b)所示的一个临界破坏模式 , 得到最小安全

系数 F=1.013.如果将破坏体离散为 16个条块 , 我们获得图3 (c)所示的临界破坏模式 , 这个模式

几乎和滑移线理论的结果完全一致 , 相应 F =1.006 , 也十分接近理论值 F =1.

1.2　三维极限分析方法　边坡稳定极限分析的三维方法使用一系列具有倾斜界面的柱体模拟破坏体

(图 4 、图 5).符号＋指两列之间的界面 , 符号 指两行之间的界面 , 参见图 4.式 (1)和式 (2)可

以用以下三维领域的求和形式近似表示.

∑D
＊
i j +∑D

＊
i＋j +∑D

＊
i , j =WV

＊
+T

＊
V
＊

(7)

∑D
＊
i j , e +∑D

＊
i＋j , e +∑D

＊
i , j , e =WV

＊
+T

＊
V
＊

(8)

其中方程左边的 3项分别指两行条柱之间的界面 、 两列条柱之间界面及滑裂面上的消耗能通过式 (6)

确定.

图 4　离散平面 图 5　破坏体三维离散图及相应坐标系

　　首先建立如图 5所示的坐标系.假定滑体中存在一个 “中性面” , 在这个面上 , 滑体的速度均与

这个面一致 , 即没有垂直这一滑面的速度分量.计算速度场从中性面开始 , 逐次向左 、 右侧条柱展

开.一旦速度场确定 , 即可通过式 (7)或式 (8)算得 T
＊
或 F .

对编号为 i , j的条块 , 它的速度为 Vij .i , j条块相对 i-1 , j 条块的速度 , 即列与列界面上的

相对速度记为 Vi＋j .与此类似 , Vi j代表条块 i , j相对条块 i , j-1的速度.参照图 6.

上限分析方法要求满足流动法则和位移协调 , 即要求速度与相应的滑动面夹角为 φ, 这一条件使

得某一条块的速度可由其相邻条块的速度来确定.具体的求解方法根据条块所处的不同位置可分为以

下3类.

第1类:沿中性面条块的速度场.由于沿这一面的条块速度在 z 方向没有分量 , 计算 i =0条块

系列 (即在 xoy 平面上的条块)的速度 , 与二维能量方法的原则相同.给定 V0j , 容易得到 V0j+1和

Vo j , 具体算法参见有关二维上限解的文献 [ 2 , 4] .

第2类:破坏体内条块的速度场.对于编号 i , j 的条块 , 它的速度 Vi , j可以依据其左边和下边相

邻的条块的速度 Vi-1 j和Vi , j-1导出 (图4中条柱 A , 图 6 (a)).

根据流动法则 , 要求

Υ(Vi , j ,N i , j)=sinφi , j (9)

Υ(Vi ＋j , Ni＋j)=sinφi＋j (10)

Υ(Vi  j , Ni j)=sinφi j (11)

其中
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Υ(V ,N)= Υ(X ,Y , Z ,L ,M , N)= XL +YN +ZL

X
2
+Y

2
+Z

2
L
2
+M

2
+N

2
(12)

式中:X 、 Y 、 Z 是V 的分量 , L 、 M 、 N是破坏面的法线N 的方向余弦.

我们知道

Vi＋j =Vi , j -Vi-1 , j (13)

Vi j =Vi , j -Vi , j-1 (14)

　　因为 Vi-1j和Vij-1是已知的 , 因此式 (9 ～ 11)3式中仅包含 Vi , j的分量这3个未知量 , 可以通过迭

代确定.

图 6　滑坡体内的六面体单元

第3类:滑坡体边界条块的速度.考察各列第 1

个条块的速度 , 其编号为 i , k (图 4中条块 B , 图 6

(b)).与第 2类条块相比 , 它仅有左邻条块 , 编号为 i

-1 , k , 但没有下邻条块.我们称该类条块为边界条

块.Vi , k只能依据已知速度 Vi-1 , k确定.因此仅能利用

式 (9 、 10)两式 , 不足以解出 Vi , k的 3个未知量.为

此 , 要引入一个补充条件才能确定这一类条块的速度.

我们假定编号 i , k 的条块 Vi , k的值可用Vi-1 , k的值来表

示 , 即

Vi , k =ξi Vi-1 , k (15)

有了这个附加假设 , 即可以通过式 (9 、 10)确定每一系列边界条块的速度.

可见 , 在建立三维极限分析方法时引入了关于中性面和端部条块的假定.文献 [ 5] 曾详细讨论

引入这些假定的可行性 , 并提出了建立更为严格的不包含这二个假定的方法 , 但这将导致十分繁复的

计算.计算实践表明 , 假定的 ξi 数值对计算结果影响不大 , 同时采用 ξ1=ξ2=ξ3=…=1.0相应的安

全系数总是最小 , 因此 , 从实用的角度看 , 可以采用 ξi =1这一假定.

确定整个速度场的计算过程包括以下几步:(1)取中性面第 1个条块即 V0 , 1的速度为 1.依照计

算第 1类条块速度场的方法即可导出 V0 , 2和 V0 2.逐步求解得到 V0, j和V0 j , j=2 , …… , n.(2)按

计算第3类条块速度的方法 , 计算边界条块1 , k 的速度V1, k .(3)从 V1 , k开始 , 按照计算第 2类条块

速度的方法依次递推 , 计算 V1j 、 V1 j和 V1＋j (j=k , k +1 , …), 即 i=1 的系列条块的绝对速度和

相对速度.(4)按步骤 (2)和 (3)的相同作法计算 i=2 , … , m
+
条块系列的速度.(5)按 (2)至

(4)类似的步骤计算中性面左侧条块系列 i=-1 , …, m
-
的速度.

2　算例

图 7　具有闭合解的试验例题

根据本文介绍的方法 , 已编制了三维边坡稳定分析

的计算程序 EMU—3D.本节介绍一个在文献中广泛引用

的具有闭合解的例题 , 这是一个滑裂面为球形的均质边

坡 (图 7).如果建立作用在球体上的力对 z 轴的力矩平

衡方程 , 可得 F =1.402.表 1 列出 Hungr 等
[ 6]
(1989),

Lam &Fredlund 等
[ 7]
(1993)采用三维极限平衡方法

(3DSLOPE)获得的计算成果.

应用 EMU—3D , 首先用垂直的行界面和列界面将球

体划分成条柱.由于球面左右对称 , 故仅拿球体的一侧 (z>0一侧)进行计算.在这一侧 , 每隔 5m

建一个平行于 xoy 平面的列界面.划分后的条柱系统的立体图如图 8.对于这样一个分块模式 , 采用

ξi =1.0.获得安全系数 F=1.870.然后 , 令行界面倾角 δ随意变动 , 采用最优化方法搜索最小安全
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系数 , 获得如图 8示的各行界面的斜分条模式.相应这一解的安全系数的最小值为 1.493.计算发现 ,

各条柱的速度的数值在 0.8至1.0范围内变动 (中性面上第 1个条柱为1).因此 , 式 (12)中的 ξi 也

不会与这一范围偏离很远.
表 1　图 8 所示例题各种方法所得 F 的比较

方法 安全系数 F

闭合解 1.402

CLARA (Hungr , 1989) 1.422

3D-SLOPE(1200个条柱) 1.386

3D-SLOPE (500个条柱) 1.402

EMU-3D
ω=1.0 1.493

ω=1.2 1.483

图 8　圆球滑裂面例题三维示意

　　到目前为至 , 我们仍保持列界面为垂直方向.如果让列界面向与中性轴相反的方向倾 (表 1中 ω

=1.2情况), 可以获得一个更小的安全系数 F =1.483.

3　小湾拱座稳定分析

小湾水电站拱座抗力体部分岩体主要为弱风化角闪斜长片麻岩 , 两岸拱座山体呈凸形 , 在拱推力

方向相对较单薄.该地质区域内主要存在3组节理裂隙面 , 即倾向 270°和 10°左右的两组陡倾角结构

面和一组与左 、 右岸拱座边坡倾向基本一致 , 倾角 40°左右的卸荷裂隙.因此 , 该拱座一方面作为边

坡有向河道方向沿卸荷裂隙下滑的可能 , 另一方面在强大的拱推力的作用下存在平行河道的方向沿两

组陡倾角结构面组合滑动的可能性.
表 2　小湾右岸拱座稳定分析采用的抗剪强度指标

φ ° C MPa

微风化岩体 20 1.5

垂直裂隙 (行界面) 20 1.5

卸荷裂隙 (列界面) 30 0.1

表 3　安全系数与拱座推出高程关系

上部从拱座推出的高程 m 1090 1130 1170 1210

安全系数 (经优化后推荐的体型) 3.72 3.63 3.61 3.70

右岸拱座稳定分析 , 以接近河床的高程

1010m的卸荷裂隙作为中性面 , 仅计算位于中性

面以上部分岩体的稳定性.与中性面平行的各组

卸荷裂隙就是三维破坏模式中的列界面.而倾向

10°的那组陡倾角节理面则为行界面.用样条函

数分 别构 筑从 高程 1090m , 1130m , 1170m ,

1210m推出的空间滑裂面 、沿滑面 , 行界面和列

界面的抗剪强度 “剪摩” 指标如表 2所示.相应

每一推出高程 , 都要应用最优化方法计算相应最

小安全系数的临界滑裂面.

(a)初始滑动模式 (b)临界滑动模式

图 9　小湾右岸拱座稳定分析
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　　图 9 (a)示从 1090m 推出初始滑裂面 , 得安全系数 F =4.02 , 使用最优化方法获得如图 9 (b)

所示的临界滑裂面 , 相应安全系数为 3.61.采用同样的方式 , 对从推出高程 1130m、 1170m 和 1210m

推出情况进行复核 , 得到如表 3所示安全系数 , 可见拱座在 1130m至 1170m 之间推出安全系数最小 ,

为3.60左右.

4　结语

本文提出了一个求解三维边坡稳定极限分析方法 , 并成功地应用于拱座岩体的稳定分析.这一方

法的特点是:(1)安全系数通过一个功 、 能平衡的标量公式求得 , 回避了在三维领域内引入复杂的矢

量运算以及大型非线性迭代算法.(2)方法建立在塑性力学上限定理这一理论的基础上 , 引入Mohr-

coulomb屈服准则后使计算速度场和内能耗散成为可能.(3)采用计算技术和非线性规划理论的新成

果 , 使计算临界滑动模式成为可能.
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The 3-D stability analysis for arch dam abutment
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Abstract:This paper describes a 3-D slope stability analysis method based on the upper-bound theory of

plasticity.The failure mass is divided into a number of prism with inclined interfaces.The plastic defor-

mation velocity field can be determined based on the Mohr-coulomb associated flow lay.The factor of

safety is obtained by the energy-work balance equation.The critical failure mode is obtained using the

method of optimization.This method is applied to calculate the safety factor of the arch dam abutment in

Xiaowan Project.
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