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提 要

才二文简要咏结了
_

上坡稳定分析条分法的各种方法
,

提出了 条分法的普遍平衡方程式
。

对于求

解此平衡方程的摩根斯顿
一

普赖斯法进行了如下改进
:

1
·

指出了对多余未知数进行假定时应注意其边界值是闪定的
,

不能任意假定
。

2
.

改进了数值计算方法
,

解决了有时遇到的收敛因难的 问题
。

3
.

建立了在变分原理基础上的数值计算方法
,

找出受合理性条件控制的安全系数的上
、

下限
,

从而获得了安全系数的严格解
。

一
、

前 言

根据极限平衡理论建立起来的边坡稳定分析的条分法是在工程实践中得到广泛应用的一

种方法
。

费伦纽斯 ( F
e l l e in u s

)l
` ’

最初提 出这种方法时
,

带有相 当程度的经验性质
。

几十年

来
,

许多学者致力于改进这种方法
,

在理论上建立了一个完整的体系
。

(一 )进行边坡稳定安全系数分析的基本原则

1
.

土的破坏准则

设想土坡的一部分沿着某一滑裂面滑动
。

在这个滑裂面上
,

土体处处达到极限平衡
,

即

正应力 a’n 和剪应力 r
满足库伦

一
莫尔强度淮则

。

: 二 e , + a飞t g功
尹

( 1 )

式中
, c 尸 ,

功
产

— 为土的有效抗剪强度指标
。

2
.

安全系数定义

土坡沿着某一滑裂面滑动的安全系数 尸 是这样定义的
,

将土的抗剪强度指标降低为 c, / F

和 t g少 /尸
,

则土体沿着此滑裂面处处达到极限平衡
,

即

: 二
成 + (t g诱认) a 爪 ( 2 )

式中 c’e = c
,/ F ( 3 )

t g功乞
= gt 诱

产

/F ( 4 )

3
.

静力平衡条件



1 2岩 土 工 不早 学 报1 93 8

将滑动土体分成条块
,

对每个条块和整个滑动土体都要满足力和力矩平衡条件
。

在根据

静力平衡条件建立起来的方程组里
,

未知数的数目超过了方程式的数 目
。

在极限平衡方法 中
,

解决这一静不定问题的办法是对多余未知数进行假定
,

使剩下的未知数的数 目和方程数 目相

等
,

从而解出安全系数的值
。

4
.

合理性要求

对多余未知数的假定并不是任意的
。

摩根斯顿
一普赖斯

〔“ ’ ( M or g e n s t e r n 一P r ic e) 指 出
,

它必须使所得的解满足下列合理性要求
:

( 1 )沿着划分的土条两侧垂直而 仁的剪应力不能超过在这个面土所能发挥的 抗 剪 能 力

(参见图 1 )
,

即

F
。 二 〔尸

`
t那认

。 。
+ 试

: 。 。

( y 一
习〕/ X > F ( 5

F
: , : 二
凡 / F 二 〔刀产t g贰

: 。 。 + 姚
。 。

(夕
一

习 〕/尤 ) 1 ( 6 )

上两式
;

}
1

F
。

— 沿着土条垂直而的安全系数
;

F
。 。

— 沿着土条垂直面的相对安全系数
;

E
/

— 作用在土条垂直面的法向有效压力
;

X— 作用在土条垂直面的剪应力
;

机
。 。 ,

瑞
。 。

— 土条垂直面的有效平均抗剪强度指标 ;

gt 功么
。 。 , 。 :

。 。

— 分别为 t g诱么仍 姚
。
被 F值除后的值

;

y

— 滑裂面的纵座标值
;

2

— 土坡面的纵座标值
。

( 2 )为保证在土条接触面上不产生拉力
,

作用在土条上的有效力的合力作用点不应落在

土条垂直面的外面 (参考图 1 )
。

’ `
.

{ 1… {

止
_

图 1 作用在上条上的力
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O <A 几 <1 (7 )

A乞
=(y 一 夕几/ ) (y 一

) z ( 8)

式中y 飞— 作用在土条垂直面上的有效法向力的作用点的纵座标值
。

摩根斯顿和普赖斯指出
,

对多余未知量进行一系列的假定而求 出一系列的安全系数后可

以发现
,

凡是满足合理性要求的相应安全系数值互相差别都不大
。

也就是说
,

从工程实用的

角度看
,

我们在方法中引进的假定并不影响最终求得的安全系数的值
。

边坡稳定分析的任务就是要找出满足静力平衡条件又满足合理性要求的所有安全系数解

的集合
, 确认这个集合的上

、

下限是非常接近的
,

从实用观点看
,

只是一个点
。

相应于这一

点的数值就是该土坡的稳定安全系数
。

按这样的步骤解得的安全系数被称为
“

严格解
” 。

在上述理论体系形成的过程中
,

出现过一系列简化计算方法
,

诸如毕晓普 ( iB
s h o p )的简

化法
“̀ ’ ,

斯潘塞 ( S p e n e e r ) t ` ’
法

,

杨布 ( J a n b u )法
; ” , 6

’

等
。

摩根斯顿
一普赖斯法是唯一在滑裂

面的形状
、

静力平衡要求
、

多余未知数的选定 各方面均不做任何假定的严格的方法
。

但是这

个方法的数学处理比较粗糙
,

对边界条件的考 虑不够周到
。

使用者在克服数值计算的收敛及

选择假定函数进行试算等方面都时常遇到麻烦
。

(二 )本文 目的

1
.

回顾和总结现有的各种上坡稳定计算方法
。

建立统一的静力平衡方程组
。

如果该方程

组对相应的条件进行简化
,

就可以回归到 目前常用的各种简化方法
。

如毕晓普法
、

斯潘塞法

等
。

2
.

对摩根斯顿
一
普赖斯法的数值计算方法进行改进

,

以解决收敛困难问题
。

3
.

提出一整套完整的分析方法
,

找出满足平衡方程和合理性要求的所有安全 系 数 解 的

上
、

下限
,

使摩根斯顿
一
普赖斯法的运算过程理论化

,

计算机化
,

不需依靠使用者的经 验 和

判断
。

二
、

静力平衡方程的普遍形式和相应的边界条件

笔者和摩根斯顿
: 7

」

从分析土条所作用的力和力矩平衡 出发
,

列 出静力平衡的微分方程
,

并结合相应的边界条件
,

导出 卜面带有普遍意义的土坡极限平衡方程式
:

i (P 幼
s ( % )d 戈 = 0

夕( % ) s ( 戈 ) t ( 戈 ) d戈
= 0

其
`
牛

夕 ( 戈 ) =
d班
汀义

5 i (n 叭
一 a )

寸
一

qs i ll( 祝
一 a ) 一 : “ d平

d x

+ e飞s e 。 a 。 0 5
价几

( 9 )

( 1 0 少

S e c a s i n功几

(夏1 )
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万 (· , 二 S二 势飞二 p

「
一

{脚淄
一

司

, ( X ) 一

{;
( 5 1·刀

一
口t g a )二 p

l! ;
t g `

( 1 2 )

d刀达d:
]
d`

d C
( 1 3 )

式中
d研
d%

上条单位宽度重量
;

a

—
二七条底面线对 二轴的倾角 ;

q

—
坡面垂直荷重

;

: 。

—
孔隙压力比 ;

刀
—

土条侧向作用力 G对 二 轴的倾角
;

势
`

— 抓
一 a 十 民

a ,
b

—
滑动土体两端 x座标

;

互
,

占

— 积分变量
。

式中符号参考图 1
。

式 ( 9 )
、

( 1 0) 分别反映 了滑动土体力和力距的平衡要求
。

此两式中
,

仅安全 系 数 F 和

刀( 二 )是未知的
。

求解土坡滑动安全系数的问题
,

具体化为计算相应于某一八 二 )的分布形状
,

满

足式 ( 9 )和式 ( 1 0) 的 F 值的问题
。

在满足合理性要求的前提下
,

对 八劝 的假定是可以任意

的
。

但是
,

还应该注意 尽 x )的值在两个端部的土条上是确定值
,

不能任意假定
。

这一点在以

往的工作中被忽略了
。

端部的土条 (图 2 ) A B C 是一个特殊的土条
,

它具有三角形形状
。

在这个土条的垂直面

上有

t吕刀
。 = 1i m X _ 了 x y

百
·

a x
( 1 4 )

式中 刀
a

— 刀(劝 在端部的值
;

: 二 , , a 二

— 分别为作用在边条块 A B C的垂直面 C B 上的剪应力和垂直应力
。

式 ( 14 )说明
,

如果 A点的应力形态是确定的
,

则刀在端点 A处的值也是确定的
。

就图 2 的

其体情况而言
,

介 y的值是零
,

在 a 二

不等于零的时候
,

凡的值就是零
。

换句话说
,

如果 八 x )

的值在端点被假定为非零的话
,

在端部
,

剪应力成对的原理就有可能受到破坏
。

0 八 之七
L J 产叫 _ 门 , 甲.

“
’

一 ~

一
”

’

人到 / { 。

卜7
”

J

/

/ 岁 }
吸

力 } /
/ / }

`

砂 /

图 2 端部条块刀值的确定
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笔者曾对端部条块的力矩平衡进行过推导
L” ’ ,

得到如下结论
:

如果端部条块是三角形形

状
,

且其宽度取得足够小的话
,

端部条块垂直面上的上条间总作用力应平行于该土条土坡面

的方向
。

即刀
。

等于端点处土坡而的倾角
。

三
、

静力平衡方程式的近似解

对静力平衡方程式 ( 9 )
、

( 1 0) 作近似解
,

包括对下列条件进行简化
:

①假定滑裂面曲线
y ( x )为一特定曲线

,

例如直线
、

圆弧
、

对数螺旋线等
; ②假定 斑 二 ) 的值为一特定函数

,

如

假定斑劝为零
,

为一常数
; ③只求解式 ( 9 )和式 ( 1 0) 中一个

,

而不管另一平衡方程式是否满

足
。

表 1 列出了常用的各种简化方法及其简化条件
。

这些方法
,

大部分可以从式 ( 9 ) 和式

( 1 0 ) 导出
。

方方 法法 静力平衡衡 对 多 余 未 知 量 的 假 定定 合理性性 滑裂面形状状

要要要要要要要要要要要 求求求
力力力矩矩 力的的的的的

平平平衡衡 平衡衡衡衡衡

楔楔形体滑动叫叫叫 满足足 需假定滑裂面转折处刀值值 不校核核 折 线线小小小满足足足足足足

瑞瑞典法 1I]]] 满足足 部分分 假定土条间作用力合力平行条底底底 圆 弧弧
满满满满足足足足足

毕毕晓普法 3IJJJ 满足足 部分分 假定 刀二 000

满满满满足足足

对对数螺旋线法 11 “ JJJ 满足足 满足足 不假定定 不校核核 对数螺旋线线

扬扬布法 15 ’ “ ]]] 满足足 满足足 假定 A
。 二 1邝邝 校 核核 任 意 形 状状

斯斯潘塞法川川 满足足 满足足 假定口为常数 …
不校核核 圆 弧弧

美美国陆军工程师团 法 〔川川 不满足足 满足足 假定尽等于土坡平均坡度 }不校核核 任 意 形 状状

满满满满满满满满满满满满满满满满满满足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足足摩摩根斯顿
一

普赖斯法 2jjj[ 满足足足 假定“ 为备种可“色的 函数 …校 核核 任 意 形 状状

(一 )楔形体滑动

在这种情况下 (图 3 ( a) )
,

滑裂面 A F B 为一折线
,

在 F 点有一转折
。

滑裂面的倾角由 a :

变成 a Z 。 由于 a 是常数
,

故有 d a
/ d x 二 O ,

式 ( 1 2) 的积分可由解析法获得
,

: ( 戈 ) = s e e (功飞
, 一 a , + 刀

。
) 当 a < x < c

s ( x ) = s e e (功乞
: 一 a : + 刀

。
)

s e e (诱飞
: 一 a : + 口

。
)

s e e (功几
: 一 a : + 刀

。
)

当 e < 劣 < 吞 ( 2 5 )

将式 (一5 )代人式 ( 9 )
,

可得
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一

Se 。 (。 :
, 一 。 , 、 刀

。
) l

`

}
一

妙
J a l

_

以工

5 i n (必忿
, 一 a l

) 一 r “ d班
d劣

s e e a 声 i n
诱,c

:

c二
, S e c a , c o s必:

,

,

}
“ 二

S
二 (必:

:

一
+ 刀

·
)

{
’

!
一

: l不夕
. , ,

l
一 了 匕 l 工1 气尹 忿 一 “ 2

L t Z兀

d 孟夕

八
t

d芜
S e c a : S i n功毛:

* · :
、 S

一
2

一 t)/ :
Z

l
d /

又16 )

由式 ( 1 6 )可见
,

在楔形体滑动问题
,

由于汾裂 面是直线组成的
,

计算女全系数的公式中

不出现需要假定的刀(劝
,

仅需假定 刀、劝在转折点 F 处的民值
。

乃
洲

/
.

`乙, 右半都土林旬舒方下衡

乃
一

一 _
一二 ) 上洛 生生之

{了
氏`

{
一 ’

一

汽
,

丫 i
比

认红
,

(C , 左半部土付份静兮下
一

衡

图 3 楔形体沿动的静力平衡
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常用的分析方法是通过图解法求解的
{9。

如果我们分祈沿动土体右半部 AD EF (图 3b( ))

的平衡
,

把作用在土体上的力投影到与水平线夹角为 a ,一
抓

,

的线 A A
产

上
,

可以求得作用在 E F

面上的力 G
。

G 二 s e e ( a ; 一
价毛

, 一 口
。
)〔研

l s i n ( a , 一
必乞

;
) + U

l s i n 诱毛
, 一 C : : e o s价飞

工〕 ( 1 7 )

同样
,

分析滑动土体左半部 E F B ( 图 3 (。 )) 的平衡
,

可得

G = s e e (功乞
: 一 a : 十 刀

。
) 〔不

: S i n (协,c
: 一 a Z

) 一 U
: S i n
功乍

: + C: : e o s
必乞

: 〕 ( 1 8 )

式 ( 17)
,

( 1 8) 中
,

班
,

U
,

C :
分别代表土体的重量

、

作用在滑裂面上的孔隙压力和凝聚力引

起的抗滑力
。

脚标 1和 2 分别代表右
、

左两个滑动土体相应的量
。

由式 ( 1 7 )
,

( 1 8 )可得

s e e (功二
; 一 a l + 风 )〔研

l s i n ( 必乞
: 一 。 : ) 一 U ; s i n

娇乞
, + C : , e o s

功乞
: 〕

( 1 9 )

== 一 s e e (功飞
: 一 a : + 刀

。
)〔附

Z s i n (功乞
: 一 a Z

) 一 U
: s i n
功几

: + C : Z e o s
必认

: 〕

式 ( 19 )和式 ( 1 6) 是等同的
。

这说明
,

由普遍平衡方程式 ( 9 )简化得到式 ( 16) 反映 了常用

的图解法的力学原理
。

( 二 )斯潘塞法

斯潘塞法 4l[ 假定 口为常数 (图 4 )即粤月
= 。 ,

由此可得
“ 潇

s ( x ) = s e e (必几
一 a + 刀)

t ( x ) = s i n刀
·
x 一 e o s刀

·

y 一 ( s i n刀
· a 一 e o s刀

·

y 。
)

其中
a , y a

分别为端点 A 的横
、

纵坐标
。

将式 ( 2 0 )
、

( 2 1 )代入式 ( 9 )
、

( 1 0 )可得

( 2 0 )

( 2 1 )

“ e 。 (祝
一 a + 刀)P (劝 d x =

( 2 2 )

s e e (功几
一 a + 刀) P ( 二 ) ( s i n 刀

·
二 一 e o n

口
·

夕。
) d二 =

( 2 3 )

几ùab“产...认r扭.1泛

对于圆弧滑裂面
,

戈 = 戈 c

可将下式代人式 ( 2 3 )

一 j守5 i n a ( 2 珠 )

y = 夕。 一 R s i n a ( 2 5 )

其中二 。 , y 。

分别为圆心的横
、

纵坐标
; R 为圆

弧半径
。

经简化可得

「b
, , , 。 、 。 、 、 ,

l
_

s e c 又叻
。 一 a + 户 ) c o s L户 一 a ) P又劣 ) a 戈 =

J “

图 4 圆弧滑动

( 2 6 )

不难证明
,

式 ( 2 2 )和式 ( 2 6) 与斯潘塞最初

提出的力和力矩平衡方程 4t] 是等同的
。
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(三) 毕晓普法

毕晓普
`” ,假定

d尤

d x

二 o
,

由于边界条件的限制
,

这意味着口( 戈 ) = o ,

同时毕晓普法仅满足圆

弧滑裂面的力矩平衡方程式 ( 26 )
。

这样
,

式 ( 2 6) 化简为

C O S a

。 。 0 5 (功几
-

户 ( x ) ( l x = O

仗 少 -

( 2 7 )

不难证明
,

式 ( 2 7 )和毕晓普最初提出的公式 ’的
是等同的

。

(四 ) 美国陆军工程师团法

美国陆军工程师团法
t川 假定凡幼为常数

,

J卜假定爪
二 )等千平均边坡值 几

。 。 ,

滑裂面为

任意形状
。

该法仅满足力的平衡
,

故将刀= 刀
a 。 。

代入式 ( 22 )得

}
” s e 。 (。; 一 a + 刀

。 。 。
) , ( x )、 二 = 。

( 2 8 )

笔者曾用式 ( 2 8) 分析文献 〔1 1〕中相同的例题
,

得到与美国陆军工程师团采用图解法相同

的安全系数
` , “ , 。

以上推导说明
,

静力平衡式 ( 9 )
、

( 10 )反映了各种简化法的力学原理
。

这样
,

上坡稳定

分析的各种简化方法就被统一起来
,

同时也已被包括在一 个 具 有 多 功 能 的 计 算 机程 序

中
「̀” , 。

四
、

静力平衡方程的严格解
-

一
摩根斯顿

一

普赖斯法及其改进

我们在前言中已经谈到了
“

严格解
”

的意义
。

这个严格解可通过以下步骤求得
:

第一步 假定一个 刀 ( x )的分布形状
,

求解式 ( 9 )和式 ( 1 0)
,

获得满足该方程组的一个

解 刀
*
( 二 )和 F

* 。

这就是通常的摩根斯顿
一普赖斯法

。

笔者和摩根斯顿又对该法进行了改进
7 ’ :

①程序中加入了功能
,

保证了本文提出的结论获得实现
,

即刀 ( x )的边值必须是确定的
。

②

改进 了数值计算方法
,

保证了数值计算的收敛性
。

第二步 在已经求得的一个解刀
*

(多 )和 F
*

基础上
,

求出同样满足式 ( 9 )
、

( 1 0) 的 一 个邻

近解口
`
( 二 ) 十 J 刀和 F

* + 才 F
。

采用这个步骤
,

可有意识地改变刀
*
( 劣 )的形状

。

使原来满足合

理性要求的解过渡到不满足合理性要求的解
。

这样
,

也就发现了向这一方向过渡的边界
。

变

换过渡方向
,

重复此类运算
,

依赖电子 计算机
,

最终可以获得所有满足合理性要求的解的边

界
,

即安全系数的上
、

下限
。

如果这个上
、

下限确实是很接近的
,

这就是所要寻求的该滑弧稳

定安全系数的严格解
。

下面分别叙述这两个步骤
。

(一 )数值计算方法的改进

仃岌定 t g刀取以 卜形式
;

t g口二
汀 ( % ) 十 0j ( 戈 ) ( 2 9 )
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其中 f (x )是假定的一个函数
,

在端点 A和 B处其值为零
;

f
。

( 二 ) 是另一假定函数
,

在端

点 A 和 B 处其值等于刀在边界上要求的值
,

即

f (
a ) = 0 ; f ( b ) = o ;

f
。
( a ) = t g刀

a ;
f

。
( b ) = t g刀

。 。

一旦 f( 戈 )和 f 0( x )设定后
,

将式 ( 2 9) 代入式 ( 9 )
,

( 10)
,

可解出 F 和 凡的值
。

具 体 的

数值计算是通过牛顿
一
勒普逊 ( N

e w ot --n R a p hs
o n ) 迭代法实现的

。

假设一个 F : 和只
:

代人式

( 9 )和式 ( 1 0 )
,

G一 “ “ 1 ,

F
l , 二

{
M一 M`“ 1, F ! , =

{

夕 (劣
,

只
: ,

F
,
) s ( 丫

,
之

: ,

F z ) d劣 ( 3 0 )

P ( 戈
,

几1 ,

F
、

) s ( 戈
,
几z ,

F l ) t ( 劣
,
之1 ,

F z ) d戈 ( 3 1 )

如果 G
二

和M
二

与零的差值不在允许范围内
,

则下一个较为精确的 几
: = 只, 十 J 久

,

F
: = F : 十 J F

可由下式发现
7 ’

”,
r

曰”一ē司曰ǎd一̀
J 几

一 G 。

嘿
” +

M
·

一 己G
二

OM
。

0几 OF

OG
二

0尸

0对
二

己凡

( 3 2 )
之 = 石

,
F = F l

( 3 3 )

,

吮元
ù

ró一ǎdǎd
一

一 M
二

6 G
,
己M

二

0 F 0之
之 =

入
,

尸 = F l

月一件
才
三月

几一声
上
乃引
ó

ǎO一刀月一
d
一一八d

G
,

刁 F 二

OG
。

O几

多次重复上述过程
,

可以最终得到满足精度要求的 元和 F 值
。

为 了保证上述过程收敛
,

我们采用了多种数值计算技巧
。

一个十分重要的改进是直接通过解析方法
,

求得了

弊
,

弊
,

醉
的精确表达式

:

O尸 O几 O几

a M
e F

令
二

{:
, ( X ) · ( / )

[
“ ( X ) 一

J;
5。一 。“
势器

d:

〕
d !

( 3 4 )

OM
二

a F {
, (劣 ) · ( X )

l
、 ( / ) , (二 ) 一

{; t
s e c 么沪二

d刀
_
, ,

1
_
,

_ .

一下三一 以 9 .口再
以自 」

( 3 5 )

又少
.

了苗
.

d

, (二 。:
( / )

l
一

l
s e。 “
江

d刀 d a

d省
一 d占十 D` }

“ 二
( 3 6 )

瞥
二

{扮
二 )

· ( / )

卜{; set
一 ,忿
盟

一

贵+df
” , `

.

f
’ _ _ _ , , _ _ _ _ _ _ _ _ .j , _ _ _

_
了卜

二 _
_ : ,

d刀
_ ,

八 d刀
J ;

一

!
_
, 二

宁
J
。 ` 。 万脚

` ” “ ` “ ” “ U脚
` 匕盖 P 气J

。 `昌 w
`

一互
一

“ 5 )
一
d入

一 “ “
」
“ 汤



八J

跳

一
甘 土 工 不

一

呈 学 报。卜r
翻叫 I

卜
J

ù、l\

成 % )

(j
)

、 ` : 1(l6 : e o s
刀

一 :,`

“ )犷 s e e a e o s仁刀一 。 ) s l n 必
`尸劣必d了̀甚、

己 s 。 c a C os 冬
C o s ( 川

`文
,

」一必
丫{

二

l(
d子厂

d x

。

)
s` n `功几

一 “ )

〔 l于不
/

d戈
S C e a s i n娇

C ; 、 c c。 c 。 S
必;

一

}
。 。 s (功; 一 。

一

* 刀 )

d刀
J入

e o s“刀f矛二 ) ( 3 9 )

洲办D i 二 t g此

s 「

D “ =

一艺「“
t g沪几

一

粼咧
: `

翎

会〕)

( 4 0 )

( 4 1 )

共中刀
: ,

D , i为考虑 了武和 a 可能出现不连续的系数
。

在第 i 个不连续点
,

武 `或 ia 由〔功二`〕
,

或

〔a `〕
r

突然变为〔抓 口
,
或 〔 a 口 , ,

脚标
犷 和 l 分别代表相应值在 i 点右边和左边的数值

。

式 ( 3 4 )至 ( 3 7 )的推导见文献 〔 8 〕
。

经过如上改进后
,

数值计算的收敛性能有很大改善
。

图 5 列出圆弧滑裂面 1 和非圆弧滑

裂面 2 采用改进后的摩根斯顿
一
普赖斯法以及杨布法的迭代过程

。

对滑裂面 1 ,

两种方法初始

假定安全系数均为 1
.

8 61
,

从图 5 ( b )中可以看出
,

改进后的摩根斯顿
一
普赖斯法经过第一次

迭代即得到最后的解 1
.

9 7 6
。

第二次与第三次迭代的值差已小于 0
.

00 1 ,

经两次迭代即获得收

敛结果
。

使用杨布法
,

我们要求前后两次迭代的安全系数差值小于 0
.

0 0 5
。

这样在第十 次 迭

代时
,

前后两次的安全系数分别为 1
.

9 7 2和 1
.

9 7 7
。

两种方法最后结果十分接近
,

但迭代次数

相差甚大
。

如果第一次迭代假定的安全系数离最终值较远
,

例如改进后的摩根斯顿
一
普赖 斯

法采用 1
.

6 0 7 ,

杨布法采用 1
.

5 8 2
,

则 可 从 图 5 ( c )看到
,

前法经过三次即收敛
,

得到安 全

系数 1
.

9 7 6的结果
。

后法需要更多次的迭代才能得到收敛的结果
。

当进行非圆弧滑裂面 2 的计算时
,

从图 5 ( d ) 中可以看出
,

改进后的摩根斯顿
一汾 赖 斯

法经过三次迭代
,

即能收敛
。

而杨布法则无法得到收敛解
。

(二 )安全系数上
、

下限的确定

{}岌厄已经找到满足式 ( 9 ) 印式 ( 1 0 )的 一组解 I尸
率

和少 ( 二 )

` 。 二

{:
户( 尸

` ,

刀
`

, ·`尸 ` ,

厅
“
, “ / 二 。

( 4 2 )

户( F
* ,

口
*
) : ( F

* ,

刀
* ) t ( f 尸

* ,

刀
半
) d % = o ( 4 3 )

L口aō

lM
n =
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州叮{ 臀绍

Q (迫坡断面及蹄裂面

ō,

八
门一比

女

玛\

!||
膝

从
,

从月州体|

哪叱内甲

宁雄纤倾
一
诊拭

斯梦犷万 众

斗布从文全杀刁哭

辉妇夭少

斗科面 川
J ,

有徙捧书石
不
一

欲支尧率教

泛丫或夫女象数
扮刀

歼
l
琳

挥喊你令

尝 习 币 当 6 了 亡了 犷 心
r l 了泛

代代月改

们
`

厂不;沂 `
衍扮乙井旅代封理 ( 几 、

.

”

泛;吮父欲

迄 二漪种方斌丝孑赶才畏

图 5 数值分析收敛性能比较例题

如果邻近F
* + 刀 F

,

刀
* + 刀刀也满足式 ( 9 )

、

( 1 0 )
,

则

“ G
二 二

{:
, (尸

· + 刁尸
,

刀
· + “ 刀 , S`尸 ’ 十 “ 尸

, “ · + “ 刀, d /

f 西

户 ( F
* ,

刀
*

) s ( F
* ,

刀
*
) d x = 0 ( 4 4

“ M一 {
,

:
, `尸 月 + 刀尸

,

刀
· + “ “ ,￡ (尸

· 斗
一

刀尸
,

刀
二
卜

一

卜“ 刀 , t̀ 尸
` 十 “ 尸 ,

刀
* + 了口) 〔 l叉

{:
。 (尸一刀

·
,￡ (尸

’ ,

“
·

, t̀ 尸
` ,

刀
`
)d / 二 0

( 4 5 )

如果我们取

刀户= 。刀( x ) ( 4 6 )

其中

其中

e
是一个微小量

,

使 J 刀相对于 刀足够小
。

通过变分运算
,

式 ( 45 )可简化为

刀 G 。 二 K 。 刀 F 十

乓砖 十 0( 刀 F
, 。 )

J M
。 二 K 叫 J 尸 十

g 二
。 。

一

卜
0( 刀 F

,

动

( 4 7 )

( 4 8 )
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K到 二

K, 厂

, ( x ) · ( x ,

l
“ ( x ) -

_ _ _ :
. 、 ,

d司
含 “ 驯 亡

几已
a 王

万 贫
一

砂
·

( 4 9 )

「b
, 、 , 、

f
, , 、 、

f
戈

l 夕仁x ) ￡L x ) ! 尺 气x , 丁又% ) 一 l 丁s e c 一沪
e

J “ 七 J a 冀司dx ( 5 0 )
l,卜F哪己

、 「 「
, 。 ,

d a 。 , 二 、 , 。
.

。 〕
,

力气尤 ) ` 又义 少l 一 1 S e c 一
梦

。 一 , 二 一 ’ I 气g 户Q g 十 。 1 1口 X
L J a a g 」

( 5 1 )

g 。 。 =

{:
, (劣 ) ￡ ( ! )

l
一

{;
才S

一 , ;

+

{;
。 。 5。; S

一
, ; 。 X p

会
” `“ ’“ + “ ’ `

{
七: g叭明 、 : )

。 ( : )、
蜘

二 ( 5: )

夕 a Q乌 J J

B ` 二 一

亥l
t g p毛` 灯 (·

小
“ 毛一` · ,

( 5 3 )

B亡` = 一

续[
才̀ , g 。: ` ? `一 ,

]: ( 5 4 )

式 ( 4 9) 一 ( 52 )的推导详见文献〔 8 〕
。

0 ( J F
, 。歼弋表一个比才 F 和 。

高阶的小量
,

忽略此小量
,

K ` r ( F
* ,

刀
*
)刁 F + K ` 。

( F
* ,

刀
* , 刀 ( 劣 ) )

。 = o

K . r ( F
* ,

刀
’
) J F +

K . 。
(厂

’
` ,

刀
* , 。 ( x ) )` =

只有在下式成立时
,

才 F 和 ￡ 才有非零解
。

式 ( 4 4 )和式 ( 4 5 )变为

( 5 5 )

( 5 6 )

K 才
(j F

“ ,

刀
水
)

K 二 r ( F
* ,

刀
水

)

K
二 a

( F
* ,

刀
* ,

刃〔x ) ) }

} = O

K 。 。
(户

’

* ,

刀
* , 刀( 戈 ) ) }

( 5 7 )

式 ( 5 7) 说明
,

为要在已知解 F
水 ,

刀
*

丛础上求得邻近灼一组新的解尸
* 十 万尸

,

刀
* 十 。 门(劝

,

则选择的 叭 x ) 必须使式 ( 5 7) 成立
。

一旦找到 了这样的函数
,

就可以选用
一

个 ￡
值而 得 }此这

个新的解
。 ￡ 选得越小

,

新的解 也就越精确
。

连续反复迸行多次
,

就 可以得 出一个远离原来

解 F
*

和刀
*

的一组新的解
。

笔者和摩根斯顿 曾建议用如下的方法
t 7 !求得 叭 x )

。

令

刀( 戈 ) = m 刀 1
( x ) + 刃2

( 戈 ) ( 5 8 )

刀1
( x )和 刀 2

( x )为任意函数
,

它们之间线性无关
,

即没有常数 C
:

和 C Z可以使下式成立
,

刀2
( x ) = C

z刀z
( x ) + C

:

将式 ( 58 )代入式 ( 57 )可得

( 5 9 )
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( 60 )

求得 m值后
,

可以得到 叭 二 )
,

进而根据设定的
。求得才F

。

笔者和摩根斯顿建议采用如下两组叩, ( 二 )和 刀2
( 二 ) `

7 ’ :

第一组 。 ; ( x )和刀
2
(万)分别为椭圆和抛物线 (图 6 中的曲线 1 和 2 )

。

如果
。
取正值

,

则

按照式 ( 5 8)
,

叭二 )就有可能使 J 刀在区间的中间部分为正值
,

两旁为负值
。

换句话说
,

它将

使斑 二 )的值在中间部分增加
,

两旁减少
。

反之
,

如果 。
为负

,

八 男 ) 的中间部分减少
,

两旁

增加
。

第二组 刀; ( 二 )和叭 ( x )为三次 曲线 (图 6 中的曲线 3 和 4 )其峰值分别在左侧和右侧
。

当
“
为正时

,

有可能获得一个在区间左半部为正
,

右半部为负的才刀
,

换句话说
,

它将使斑 戈 )

的峰值左移
。

当 。
为负时

,

八 二 ) 的峰值右移
。

由于斑 二 )包含有 F
o e

这个合理性要求指标的特性
,

斑劝的峰值的移动将最终使 F
。 。

的值

达到边界
,

越过此边界
,

F
。 。

越过了 1 ,

合理性要求不再满足
。

此外
,
从公式

y . 二 夕 +
r乏G (丝旦夕二些竺越住

迹G
e o s
刀

( 6 1 )

兰岸S
、
卜

叮 (丫 ) = 一 ( J
一

(之 ( x 久少 / `占一次 )一 〕, J在 5

7, 一x J! 一 6 ( x 一 b ) f 犬 一 a z / ( 6 一口 』

甲I ( x ) ` d 7万 〔x 一白 , 2

飞 ( x卜 乙 万 《 x一石 ) (

( 兀一 。 丫 ￡ b一 a ) 3

又一 口 )认
占

一 a 夕3

图 6 积分函数叮幼

还可看出
,

在区间 (
a , 戈 )之间

,

斑 戈 )的平均值

如果增加
, y ,

在 x的值就有可能增加
,

通
。

值则

减少
,

G 为土条侧向总作用力
,

参见图 1
。

作

为合理性要求的另一指标 A几的值就有可能发

生本质的变化
。

如果刀
: ( 戈 )和 刀2

( x )采用曲线 3

和 4 ,

就有可能实现 斑 二 )的平均值在区间 ( a ,

义 ) 之间增加这一 目的
。

这样
,

通过选择恰当的刀: ( 二 )和叭 ( 戈 )
,

我

们就有可能变化尸
。 。

和 A ,c
,

而最终找到受合理

性 要求控制的边界
。

下面
,

通过算例来说明这个过程
。

[算例 】 找出图 7 所示的滑弧滑动安全系

数的
_

匕 下限
。

滑裂面的两个端部都终止在水平的土坡面

上
,

因此刀砰叨
。
应为零

。

取 f0 ( 二 )为零
,

f( 二 )

为正弦曲线
。

将式 ( 2 9 )代入式 ( 9 )
、

( 1 0 )中
,

即可求得摩根斯顿
一普赖斯方法的一组解 ;安全

系数 F 为 1
.

4 6 5 ,

相应的 之为 0
.

36 0
,

相应的

线线线线曲曲曲曲

刀 ( x ) 一 夕z 《 万 、 于功 布, ( x 、

乙月( 大 J二 乙 万 ( 义 )

F
。 。

和 A
。

的图形如图 8 中标有
“

初始解
”

的那些曲线所示
。

可见
,

F
。 。

和 A几的值都满足合理性

要求
。

但在区间的
.

中部
,

F 。 的值十分接近
“
F

。 。 = 1 ”

线
。

如果继续增大中部的斑 x )值
,

F
。 。

在中部的值必将小于 1 ,

相应的解也就变成不满足合理性要求的解
。

采用曲线 1 和 2 作 为
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川 二

一
号** ;多 ;姗乍准黑卖犷乞吸盆粼粼拱侣欢豁夸

( 60 )

求得 m值后
,

可以得到 叭 二 )
,

进而根据设定的
。求得才F

。

笔者和摩根斯顿建议采用如下两组叩, ( 二 )和 刀2
( 二 ) `

7 ’ :

第一组 。 ; ( x )和刀
2
(万)分别为椭圆和抛物线 (图 6 中的曲线 1 和 2 )

。

如果
。
取正值

,

则

按照式 ( 5 8)
,

叭二 )就有可能使 J 刀在区间的中间部分为正值
,

两旁为负值
。

换句话说
,

它将

使斑 二 )的值在中间部分增加
,

两旁减少
。

反之
,

如果 。
为负

,

八 男 ) 的中间部分减少
,

两旁

增加
。

第二组 刀; ( 二 )和叭 ( x )为三次 曲线 (图 6 中的曲线 3 和 4 )其峰值分别在左侧和右侧
。

当
“
为正时

,

有可能获得一个在区间左半部为正
,

右半部为负的才刀
,

换句话说
,

它将使斑 戈 )

的峰值左移
。

当 。
为负时

,

八 二 ) 的峰值右移
。

由于斑 二 )包含有 F
o e

这个合理性要求指标的特性
,

斑劝的峰值的移动将最终使 F
。 。

的值

达到边界
,

越过此边界
,

F
。 。

越过了 1 ,

合理性要求不再满足
。

此外
,
从公式

y . 二 夕 +
r乏G (丝旦夕二些竺越住

迹G
e o s
刀

( 6 1 )

兰岸S
、
卜

叮 (丫 ) = 一 ( J
一

(之 ( x 久少 / `占一次 )一 〕, J在 5

7, 一x J! 一 6 ( x 一 b ) f 犬 一 a z / ( 6 一口 』

甲I ( x ) ` d 7万 〔x 一白 , 2

飞 ( x卜 乙 万 《 x一石 ) (

( 兀一 。 丫 ￡ b一 a ) 3

又一 口 )认
占

一 a 夕3

图 6 积分函数叮幼

还可看出
,

在区间 (
a , 戈 )之间

,

斑 戈 )的平均值

如果增加
, y ,

在 x的值就有可能增加
,

通
。

值则

减少
,

G 为土条侧向总作用力
,

参见图 1
。

作

为合理性要求的另一指标 A几的值就有可能发

生本质的变化
。

如果刀
: ( 戈 )和 刀2

( x )采用曲线 3

和 4 ,

就有可能实现 斑 二 )的平均值在区间 ( a ,

义 ) 之间增加这一 目的
。

这样
,

通过选择恰当的刀: ( 二 )和叭 ( 戈 )
,

我

们就有可能变化尸
。 。

和 A ,c
,

而最终找到受合理

性 要求控制的边界
。

下面
,

通过算例来说明这个过程
。

[算例 】 找出图 7 所示的滑弧滑动安全系

数的
_

匕 下限
。

滑裂面的两个端部都终止在水平的土坡面

上
,

因此刀砰叨
。
应为零

。

取 f0 ( 二 )为零
,

f( 二 )

为正弦曲线
。

将式 ( 2 9 )代入式 ( 9 )
、

( 1 0 )中
,

即可求得摩根斯顿
一普赖斯方法的一组解 ;安全

系数 F 为 1
.

4 6 5 ,

相应的 之为 0
.

36 0
,

相应的

线线线线曲曲曲曲

刀 ( x ) 一 夕z 《 万 、 于功 布, ( x 、

乙月( 大 J二 乙 万 ( 义 )

F
。 。

和 A
。

的图形如图 8 中标有
“

初始解
”

的那些曲线所示
。

可见
,

F
。 。

和 A几的值都满足合理性

要求
。

但在区间的
.

中部
,

F 。 的值十分接近
“
F

。 。 = 1 ”

线
。

如果继续增大中部的斑 x )值
,

F
。 。

在中部的值必将小于 1 ,

相应的解也就变成不满足合理性要求的解
。

采用曲线 1 和 2 作 为
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士厂门 一一丁 -可一 一一厂 一门 、

_ _11 } } ! l J卜 { } } } l一一一一斗 一一 一! } {} ! l 2卜 —卜 一德—— 于— }—一刁

口卜一门产一 一十一 卜一—一十 一—节一 1 { 琴 过 { }l

Z I { } } 11口。,o 召。勿̀ o万0呼 0JO 1口O ! 1 } { 】 {2 一一 一一一 习月 卯印韶 0口

` 一, -一 ,1 1 }滚掀怒! l ! 乙 se -一 --- -万卜} } 1咨丁几} 11 1 1 旧) }一 }}l、 } }I 1111 1 5卜 {、{ }1理过 人耿七 ~l
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JI盛夕 } }卜 李之义丫水 ! 0卜 工 / {\J峭 戮ll { }{ } ! D卜谧 导~“一踌̀ 一洲一 什一一一一一 寸一~一一一州嘴 l } }} 1 1 10卜 1 1 11

川卯 0匕 口5040 污口乏口 沁口 20L 一一 一止一̀ 一 一二 一 卯脚 肋匆 4D卯 加解水 孑贷巨局次

图10刀(劝 的峰值左 移 图n 刀(x)的峰 值右移

可以看 到在所 有上述情 况和A 几值都是 合理的现在 所假定的 斑x)已 经复盖了 相当大的 区域 每一方向 的积分都 达到了合 理性要 求的边 界尽 管还可以 作更多的 试算但 安全系数 的上 下限可以 很合理地 确定为在 1471 和

14 44之间

五 结 论1土坡稳 定分析的 条分法 已从初期 带有相当 经验成 份的方法 发展成一 个建立在 库伦一 莫

尔破 坏准则 基础上不 对滑裂面 形状作 任何假定 静力平 衡条件和 合理性要 求得到满 足的完 整的理 论体系 合理性 要求的提 出弥补了 在处理静 不定问 题时对多 余未知量 作假定的 缺陷 使

该法 在理论 上更为严 谨由于 条分法在 工程中 得到广泛 的应用 其分析结 果又往 往与滑坡 实
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例相符
,

这一理论体系的完善对于滑坡分析方法的进一步发展是十分有意义的
。

2
.

求解安全系数的问题
,

可归结为求满足式 ( 9 )和式 ( 1 0 )的 F 值问题
。

在求解过程中
,

如果选用某一特定的刀(劝值
,

对滑裂面形状作特定的假定
,

甚至可只解式 ( 9 )
、

( 1 0 )中的一个

而置其他一个不顾
,

式 ( 9 )
、

( 1 0 )即可简化为 目前常用的各种简化方法
,

如楔形体的滑动
、

毕晓普简化法等等
。

如果对各个环节都不作简化
,

得到的结果就是理论意义 卜的严格解
。

3
.

在以往的工作中
,

忽略了土条间作用力的方向 斑 二 )和其作用位释且
。

的植在边界 ?.I 友

为确定的一点
。

引进这一结论
,

一

可以使搜索安个系数严格解的工作量大为减轻
。

4
.

本文提 出了一个建立在变分原理
_ _

卜的
、
应用电子计算机求解受合理

J

性条件控制的
、

满

足全部静力平衡要求的安全系数土
、

下限的方法
。

由于 上
、

下限的位十分接近
,

因此
, 、

杯实

土
,

获得了安个系数的严格解
。

本文方法的计算机程序己顺利地移植到水科院 M 一 16 o H 机上
,

运行正常
。

原程序经过扩

充
,

可以进行瑞典法
、

毕晓普简化法
、

陆军工程师团法
、

斯潘塞法等齐种简化方法的计算
。

使用这个程序
,

还可以进行摩根斯顿
一普赖斯法

、

杨 布法等严格方法的计算
,

也可以执行术文

提出的更严格的计算步骤
“ 合 , 。

这项工作是笔者在加拿大阿尔伯达大学进修期间
,

在摩根斯顿教授指导下进行的
。

笔者对帮

助这项工作顺利开展的加拿大朋友
,

特别是摩根斯顿教授表示衷心的成谢
。 _

卜海业余工业大学陈

禹年同志仔细审查了木文方洪的全部数学推导
,

谨致谢意
。
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